
Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Fractal flames, matematica e computer art

Norberto Gavioli

Dipartimento di Ingegneria e Scienze dell’Informazione e Matematica
Università degli Studi dell’Aquila

Sharper – 25 settembre 2015



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Argomenti

1 Semplici frattali dalla matematica
Insiemi autosimili
Dimensione e frattali

2 Dalla matematica alla computer graphics
Dall’arte figurativa e da quella astratta
Fractal flames

3 Dopo la forma i colori

4 Conclusioni



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

L’insieme di Cantor

Costruzione dell’insieme di Cantor
Si parte da un segmento di lunghezza l che viene sostituito da
due copie di se stesso compresse di un fattore 1/3 e spostate
verso gli estremi del segmento iniziale. Questa operazione
viene ripetuta indefinitamente fino a giungere a un insieme
limite chiamato insieme di Cantor
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L’insieme di Cantor

Lunghezza dell’insieme di Cantor

Ad ogni passo della costruzione la lunghezza della nuova figura
è uguale ai due terzi della precedente cosicché al limite
l’insieme di Cantor ha lunghezza limn→∞

(
2
3

)n
l = 0
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La curva di Koch (fiocco di neve)

Costruzione del lato del fiocco di neve
Da un segmento viene rimossa la parte centrale e viene
rimpiazzata con due parti ad essa eguali per formare una
punta. Si tratta di sostituire la figura iniziale con quattro simili e
ridotte. Lo stessa costruzione viene iterata indefinitamente fino
ad ottenere il lato della curva a fiocco di neve di Koch
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La curva di Koch (fiocco di neve)

Costruzione del fiocco di neve
Unendo tre lati come quelli appena costruiti si ottiene il fiocco di
neve (che ha lunghezza infinita)
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Il triangolo di Sierpinski

→

Costruzione del triangolo di Sierpinski

Di un triangolo equilatero vengono fatte tre copie in scala 1:2
che sostituiscono il triangolo originale dopo essere state
"appoggiate" all’interno dei suoi angoli e questa operazione
viene iterata indefinitamente fino ad ottenere il triangolo di
Sierpinski come figura limite
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Il triangolo di Sierpinski

→

Costruzione del triangolo di Sierpinski

Visto come superficie il triangolo di Sierpinski è decisamente
un colabrodo, ad ogni passo della costruzione viene rimosso
un quarto dell’area. Dopo n passi la porzione di area residua
rispetto all’originale è quindi (34)

n e tende a 0 per n che tende
all’infinito. Pertanto il triangolo di Sierpinski ha area nulla.
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Come possiamo definire la dimensione di un oggetto
geometrico?

Riduzione in scala
Cosa succede se riduciamo in scala 1 : n un oggetto
geometrico?
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Come possiamo definire la dimensione di un oggetto
geometrico?

Riduzione in scala
Se riduciamo un triangolo in scala 1 : n otteniamo un triangolo
di misura (area) uguale a un n2-esimo rispetto all’originale
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Come possiamo definire la dimensione di un oggetto
geometrico?

Riduzione in scala
Se riduciamo un quadrato in scala 1 : n otteniamo un quadrato
di misura (area) uguale a un n2-esimo rispetto all’originale



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Come possiamo definire la dimensione di un oggetto
geometrico?

Riduzione in scala
Se riduciamo un cubo in scala 1 : n otteniamo un cubo di
misura (volume) uguale a un n3-esimo rispetto all’originale
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Come possiamo definire la dimensione di un oggetto
geometrico?

Riduzione in scala
Tornando alla domanda originale:

Cosa succede se riduciamo in scala 1 : n un oggetto
geometrico?

Risposta

Otteniamo un oggetto che misura 1
nd rispetto all’originale, dove

d è la sua dimensione
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Dimensione del triangolo di Sierpinski

Qual’è la dimensione del triangolo di Sierpinski?

Notiamo che un triangolo di Sierpinski è unione di 3 triangoli di
Sierpinski disgiunti ridotti in scala 1 : 2 che misurano pertanto
un terzo dell’originale pertanto 1

3 = 1
2d

, da cui ricaviamo che la
sua dimensione è d = log2 3 ≈ 1,58496250072116. Notiamo che
d non è un intero e che 1 < d < 2
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Dimensione del triangolo della curva di Koch

Qual’è la dimensione della curva di Koch?
Analogamente un lato della curva di Koch è unione di 4 lati
ridotti in scala 1 : 3 che misurano pertanto un quarto
dell’originale pertanto 1

4 = 1
3d

, da cui ricaviamo che la sua
dimensione è d = log3 4 ≈ 1,26185950714291. Notiamo che d
non è un intero e che 1 < d < 2
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Cosa è un frattale?
né punti, né linee o superfici

Abbiamo quindi scoperto almeno due oggetti geometrici che
sono a metà tra essere linee ed essere superfici.
Benoît Mandelbrot, ricercatore della IBM, vi si imbatté nel 1980,
studiando il comportamento caotico di alcune successioni di
numeri complessi.
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Cosa è un frattale?
né punti, né linee o superfici

Stava in realtà portando alla luce alcuni risultati che Gaston
Julia e Pierre Fatou avevano già ottenuto durante la prima
guerra mondiale, ma che erano quasi sconosciuti ai matematici
anche perché ai quei tempi gli oggetti geometrici che
studiavano non potevano essere tracciati, non essendo ancora
stato inventato il computer.
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Cosa è un frattale?
né punti, né linee o superfici

Dal Trattato della Pittura di Leonardo da Vinci
Nessuna humana investigazione si può dimandare vera

scienza s’essa non passa per le matematiche dimostrazioni

Dixit Gauss
Mathematica regina scientiarum est et theoria

numerorum regina mathematicae est.

In questo caso, al contrario, siamo in presenza di un argomento
della matematica che non si sarebbe probabilmente mai
sviluppato senza l’avvento dei computer.
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Cosa è un frattale?
né punti, né linee o superfici

Mandelbrot diede quindi il nome di frattali a questi oggetti che
non avevano dimensione intera e che avevano la proprietà di
essere simili alle loro parti, per quanto minuscole fossero.

http://it.wikipedia.org/wiki/Insieme_di_Mandelbrot

http://it.wikipedia.org/wiki/Insieme_di_Mandelbrot
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Cosa è un frattale?
né punti, né linee o superfici

Da Punto Linea Superficie di Wassily Kandinsky

La linea geometrica è un’entità invisibile. È la traccia
del punto in movimento, dunque un suo prodotto. Nasce dal
movimento – e precisamente dalla distruzione del punto,
della sua quiete estrema, in sé conchiusa. Qui si compie il
salto dallo statico al dinamico. La linea è, quindi, la
massima antitesi dell’elemento pittorico originario – il punto.
La linea può essere precisamente definita come elemento
secondario
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L’algoritmo fractal flames

Riprendiamo l’esempio del triangolo di Sierpinski
Partendo da un triangolo equilatero E1 = E, si iterano tre
trasformazioni geometriche, chiamiamole T1, T2 e T3, che sono
spostamenti (traslazioni) seguire da riduzioni in scala e al primo
passo si considera la figura E2 che è unione dei tre trasformati
T1(E), T2(E) e T3(E) e si procede iterando questa costruzione
per ottenere E3, E4 . . .
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L’algoritmo fractal flames

Il triangolo di Sierpinski è stabile per il flame che lo produce

Il triangolo di Sierpinski E∞ = ∩∞i=1Ei si ottiene come
intersezione di E1, E2, E3,. . . ed inoltre E∞ è unione dei tre
triangoli T1(E∞), T2(E∞) e T3(E∞). Quindi se partissi da E∞,
invece che da E, in questa costruzione, dopo un solo passo, e
quindi alla fine, troverei ancora E∞. La stessa cosa vale per la
curva di Koch o per l’insieme di Cantor.
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L’algoritmo fractal flames

Cercando di semplificare il più possibile (per motivi di tempo),
l’algoritmo fractal flames

parte da un numero finito di trasformazioni T1, . . . , Tk,
determina un’opportuna regione limitata di piano E,
a partire da E1 = E calcola iterativamente
Ei = T1(Ei−1) ∪ · · · ∪ Tn(Ei−1) per un numero
sufficientemente alto di passi,
traccia con buona approssimazione la regione limite E∞
che gode della proprietà E∞ = T1(E∞) ∪ · · · ∪ Tn(E∞)

Per maggiori dettagli si veda The Fractal Flame Algorithm di
Scott Draves e Erik Reckase,
http://flam3.com/flame.pdf

http://flam3.com/flame.pdf
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Software utilizzato

In questa esposizione le immagini sono state generate
utilizzando il pacchetto

JWildfire

di Andreas Maschke. Essendo scritto in Java è utilizzabile su
quasi ogni tipo di sistema operativo ed è liberamente
scaricabile dal sito:
http://www.andreas-maschke.com/

http://www.andreas-maschke.com/
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Trasformazioni affini
flame ottenuta con sole trasformazioni affini
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Trasformazioni affini
Partiamo da una figura piana. . .
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Trasformazioni affini
. . . possiamo inclinarla. . .
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Trasformazioni affini
. . . di seguito possiamo dilatarla o ridurla in scala (omotetia) . . .
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Trasformazioni affini
. . . ruotarla . . .
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Trasformazioni affini
. . . ed infine traslarla.
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Trasformazioni affini
il risultato che si ottiene applicando queste trasformazioni è un’affinità
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Trasformazioni affini

Un’affinità è una trasformazione piana (continua) che manda
rette parallele in rette parallele e che preserva i punti medi dei
segmenti. Essa è completamente determinata da come opera
sui vertici di un singolo triangolo.
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Trasformazioni affini contrattive
Un semplice flame prodotto da due trasformazioni

La costruzione
In questo esempio di flame useremo due similitudini (riduzioni
in scala) T1 e T2 che trasformano il triangolo base (bianco in
figura) nei due triangoli blu e rosso.
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Trasformazioni affini contrattive
Un semplice flame prodotto da due trasformazioni

La costruzione
Vediamo come operano iterativamente T1 e T2 sul lato
orizzontale del triangolo base (in rosso centrale in figura).
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Trasformazioni affini contrattive
Un semplice flame prodotto da due trasformazioni

La costruzione
Qui sono riportati i primi passi dell’algoritmo (il disegno è ora
verticale per motivi di spazio).
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Trasformazioni affini contrattive
Un semplice flame prodotto da due trasformazioni



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

L’albero binario infinito
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L’albero binario infinito

Supponiamo che una goccia cada scivolando sui fili di una
specie di ragnatela come in figura. Ogni volta che raggiunge un
nodo procede a caso a destra o sinistra
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L’albero binario infinito

Dopo ogni nodo la lunghezza del successivo tratto di filo è
ridotta di un fattore 1 : λ. L’insieme dei punti raggiunti limite in
basso è un insieme di Cantor di dimensione d = log2(λ)
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L’albero binario infinito

Se λ = 2 si ha d = log2(λ) = log2(2) = 1 cosicché l’insieme dei
punti limite ha la dimensione di una linea. E si tratta infatti di un
segmento.
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L’albero binario infinito

Si pensi infatti alla goccia che scende, scriviamo dssdddss . . .
per significare che la goccia scende una volta a destra, due a
sinistra, tre a destra, ecc. . . e sostituiamo d ed s con 1 e 0
premettendo uno 0,
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L’albero binario infinito

Abbiamo dssdddss . . .→ 0,10011100 . . . che è un numero
compreso tra 1 e 0 scritto in forma binaria. Il cammino scende
fino a piombare esattamente sul corrispondente numero, e non
c’è dubbio: così li troviamo tutti!



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

L’albero binario infinito invade il quadrato

Partendo dal punto centrale ogni volta che arrivo a un incrocio
svolto a caso a destra o sinistra: ogni punto del quadrato è un
punto limite dei percorsi dell’albero binario che racchiude.
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L’albero di valenza 5 è un ginepraio
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Ma l’albero di valenza 6 sembra avere le foglie

Compressione
Questa immagine occupa circa 10 milioni di bit mentre la flame
che la descrive solo 40000, questo dà un’idea del fatto che
algoritmi simili al fractal flame possono essere impiegati nella
compressione delle immagini.
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Le simmetrie escono sempre in (semi-)gruppo

1 Cosa sono le simmetrie?
Sono le trasformazioni che conservano angoli e distanze e
sono più propriamente chiamate isometrie.

2 Cosa succede se utilizziamo delle isometrie in una flame?
Semplicemente che esse vengono ripetute in sequenza con
ordine casuale e spostano gli oggetti grafici mantenendone
le dimensioni. Da un punto di vista algebrico quello che si
ottiene è l’azione del semigruppo che generano.
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Simmetrie: esempi
due traslazioni

Le traslazioni sono le frecce azzurre in figura. Il pacchetto
software usa tre triangoli. Il primo (rosso) è (impropriamente)
una trasformazione che, qualunque sia l’input, restituisce
sempre la faccina centrata nell’origine (in basso a sinistra). Gli
altri due triangoli rappresentano le traslazioni.
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Simmetrie: esempi
due traslazioni

Le tre trasformazioni vengono ripetute a caso e quando viene
applicata la prima di esse è come se se tutto ricominciasse a
propagarsi dall’origine. Questo spiega perché le faccine a
sinistra hanno colori più accesi (sono raggiunte un maggior
numero di volte).
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Simmetrie: esempi
una traslazione e una rototraslazione

In questo esempio si vede che scegliendo due simmetrie a
caso si ha un comportamento abbastanza irregolare (caotico).
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Simmetrie: esempi
una traslazione e una rotazione

In questo invece abbiamo una traslazione (freccia azzurra) e
una rotazione di 60◦. Il comportamento è regolare e si ottiene
una tassellazione piana. Ovvero la ripetizione con cadenze
geometriche regolari di un pattern.
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Simmetrie: esempi
una traslazione e una rotazione

La differenza è dovuta al fatto che le simmetrie generano un
gruppo cristallografico (se siete interessati cercate space
groups su internet).
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Simmetrie: esempi più complessi (tassellazioni)

Questi esempi sono stati ispirati da un libro che consiglio a tutti
gli appassionati di tassellazioni (chi ama Escher ad esempio)

Grünbaum and Shephard
Tilings and Patterns
Dover Publications, Incorporated, 2013
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Simmetrie: A5 come gruppo cristallografico 3D

Chi studia matematica ed in particolare algebra, si imbatte nel
gruppo A5 (gruppo alterno su 5 lettere) che essenzialmente è
l’insieme degli anagrammi di una parola con cinque lettere che
si possono ottenere scambiando in seguito due coppie di
lettere (ES: MADRE→ AMRDE→ RMAED→ · · · per un totale
di 60 anagrammi). L’interesse a questa struttura matematica
nasce quando Evariste Galois mostra che è connessa alla non
risolubilità per radicali delle equazioni algebriche di grado
superiore al quinto (teorema di Abel-Ruffini).
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Simmetrie: A5 come gruppo cristallografico 3D

Il gruppo A5 può essere anche identificato con un gruppo di 60
simmetrie tridimensionali che spostano gli atomi della molecola
del fullerene C60. È possibile inserirlo in una flame specificando
due isometrie spaziali che lo generano.
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Verso la metamorfosi

Dopo aver preparato un’immagine più o meno regolare,che può
essere un frattale o una tassellazione, siamo pronti per la
trasformazione finale. L’algoritmo flame permette infatti, alla
sua conclusione, di aggiungere un numero arbitrario di
trasformazioni che vengono operate una sola volta come finali.
Vediamo un esempio
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Verso la metamorfosi
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Prima / dopo le trasformazioni finali
esempi

Prima
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Dopo: bubble
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Dopo: csc → poincare3D
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Prima / dopo le trasformazioni finali
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Dopo: juliascope → linear3D + zcone +
hemisphere
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Dopo: hypertile2
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Dopo: log → cylinder → cpow + zcone



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Prima / dopo le trasformazioni finali
esempi

Prima



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Prima / dopo le trasformazioni finali
esempi

Dopo: juliascope → poincare3D



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Prima / dopo le trasformazioni finali
esempi

Prima



Semplici frattali dalla matematica Dalla matematica alla computer graphics Dopo la forma i colori Conclusioni

Prima / dopo le trasformazioni finali
esempi

Dopo (spirale di Farer – 1908): exponential
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Conclusioni

Speranze
Spero di aver ancora un po’ di tempo per farvi vedere qualche
costruzione dal vivo...

Dove trovate i parametri per gran parte delle immagini di
questa presentazione?
All’indirizzo http://www.facebook.com/imagofracta

Dove trovo una descrizione delle principali trasformazioni
presenti nei pacchetti software?
Qui: http://rsidwell.deviantart.com/art/
Flame-Fractal-Variations-1-0-499434645

http://www.facebook.com/imagofracta
http://rsidwell.deviantart.com/art/Flame-Fractal-Variations-1-0-499434645
http://rsidwell.deviantart.com/art/Flame-Fractal-Variations-1-0-499434645
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